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1. Comprueba, mediante derivacion, si las siguientes

funciones designadas por F(x) son primitivas, o no,
de las correspondientes designadas por f(x):

a) F(x) = sen 2x; f(x) = cos 2x
b) F(X) =In(x = 5); f(x) = %5
c) Fx) = (2x+ 3% f(x)=2(2x + 3)
Solucién
a) No, yaque:
F'(X) = cos 2x - 2 # cos 2X
b) Si, yaque
FK) ===
¢) No, yaque:

F'(X) =2(2x+ 3) -2+ 2(2x+ 3)

. Calcula las siguientes integrales por € método de

sustitucién o cambio de variable:

a) o C) f € cos x dx
3+ 2x
xdx X
b) f d [ O
Solucién
a) Hacemos:

3+2x=1t 2dx=dt
dt

fdt 1 nlt] +c=

d
J3+X2x ZJ

=%In|3+2x| +C

b) Hacemos: ot
2-x=t -—2dx=dt; xdx= Y
—adt
J xdx :J 2 _ _ijg _
2-x% t 27t

= Yinltl+c=-tmlz—xl+c
2 2

c) Hacemos:
senx =1t; cosxdx = dt
fese'”cosxdx= fe‘dt =+ C=e"*+C
d) Hacemos: ]
t
X =t 2xdx = dt; xdx=7

2
4, Calculaf X

dt

f1+x“ _f1+t2 _f1+t2

1 1
=Earctgt+C=Earctgx2+C

3. Calcula las siguientes integrales por €l método de

integracién por partes:

a) fxlnxdx b) fe*cosxdx
Solucién

a) Tomamos: 1
u=Inx; du=—dx

X

2

dv = xdx; VIL

2

2 X2

X 1
fxlnxdx=—-|nx— — - —dx =
2 2 X

X2 2

1 X 1
=—Inx——fxdx=—|nx——x2+C
2 2 2 4

b) Tomamos:
u=es du = e*dx
dv = cosxdx; v = senx
fexcosxdx =e‘senx — J%nxexdx = (*)
Volvemos aintegrar por partes tomando:
u=e% du = e*dx
dv = senxdx; v= —cosx
(*)=e€"senx — [—€*cosx — f(—oosx)exdx] =
= e‘senx + e cosx — | e* cosxdx

de donde podemos despejar laintegral que quere-
mos calcular:

2feX cosxdx = e€*(sen x + cosX)

e
Jex cosxdx = 7(senx + cosx) + C

Solucién

| 2’;\_&)(3 o = f =V - lxm)dx =
712

1 1 1 x%3 1 x
:—fxﬂzdx——fx*"zdx ———eae—=1G=
2 4




5. (Selectividad. Navarra, 1995). Halla una primitiva

de la funcion y = (2x + 1)® que tome €l valor 500

arax—l
p 5

Solucién
Para calcular laintegral hacemos:

2X+ 1=t 2dx=dt
con lo que:
d t* 2x + 1)
[exrrpax=[eLLyc- B ¢
2 8 8
con la condicién dada:
7 4
(2-— + 1)
2
————— +C=500
8

C=500—-8=-12
luego la primitiva pedida es:
2x + 1)*
F(x) = u - 12
bx — 2
X—x2—4Ax+4

b CaquIaf

Solucién
Factorizamos el denominador, obteniendo sus raices.
Como X* — x2 — 4x + 4, se anula para x = 1, utili-
zando laregla de Ruffini:
1 -1 -4 4
1 1 0 -4
1 0 -4 0
X=X —4x+4=(X—1D(X— 2(X+ 2), raices rea
les simples.

Bx — 2

XX—x—4x+ 4
suma de fracciones que tienen por numerador una
constante y por denominador cada uno de los fac-
tores obtenidos:

5x — 2 __A N B N C
X—xX—4x+4 x—-1 x+2 x-2
Determinamos los valores de A, By C:
5x—2=AX+2)(x—2) + Bx— 1)(x — 2) +
+Cx— (x+ 2
paax= 1 3=-3A= A=-1
parax = —2: —12= 12B = B= -1
parax = 2: 8= 4C=>C=2
Y sustituyendo, integramos:

f 5X — 2 dx =
X— X —4x+ 4

Descomponemos la funcién

-1 -1 2
= dx+f dx+f dx =
Xx—1 X+ 2 X—2

=—In|x—1| —In|x+2| +2In|x—2| +C

6x2—2x + 3

7.cmcmaf dx.

X+ -3 +1
Soluciéon
Factorizamos el denominador, obteniendo sus raices.

X+ 3%+ 3x+1=0= x=—1 raiz triple, lue-
0o X3 + 3% + 3x + 1 = (x + 1)3, raiz real multiple.
6x* — 2x + 3

X+ 3¢+ 3x+1
fracciones que tienen por numerador una constante y
por denominador x + 1 elevadoal, a2y a3 respec-
tivamente:

6 —2x+ 3 A N B C

B X+ 17 (x+ 1)

en suma de

Descomponemos

¥+ +X+1 x+1
Determinamos losvaloresde A, By C:
6 —2x+ 3=AKX+ 12+ B(xx+1) +C
paax=—-1 = C=11
Calculamos la derivada primera:
12x —2=2A(x + 1) + B,

paax=—-1 = B= —14.
Volviendo a derivar:

12=2A = A=6
Y sustituyendo, integramos:

6x* — 2x + 3

X+ 3+ 3x+1

6 —14 11
=J dx+f dx+f7dx=
X+1 (x + 1)2 (x+ 1)°

14 11

=6In|x+ 1| + — £ C
X+1  2(x+ 1)
Yaque:
~14 —14(x + 1) 2"
| m=—mw+n*m=—ﬁﬁ—L—
(x+ 1) —2+1
11 11(x + 1)~ 3+
[ ac= i+ poax= 2D
(x + 1)° -3+1
24+ 83+ 82+ x—12
. Caleula | ’ dx.
X3 + 4% + 4x

Solucién

Como €l grado del numerador es mayor que € grado
del denominador, efectuamos la divisién del nume-
rador entre el denominador y obtenemos:

2X4+8X3+8X2+X_12:2x+ X— 12
X2+ 4x2 + 4x X+ 4% + 4x
Por tanto:
f2x“+8>€'+8x2+x—12 _
X+ AP + 4x

x—12
:JZXdX+J7x3+4x2+4x dx

INTEGRAL INDEFINIDA
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Como: f 2xdx = 2 f xdx = x?, calculamos:
f x— 12 .
X3+ 4 +4x

Factorizamos € denominador, obteniendo sus raices.
XC+aC+4x=0; X(¢+4x+4)=0=x=0y
X = —2raiz doble, luego x® + 4x* + 4x = X(X + 2)°

x—12
X3+ 4 + 4x
ciones que tienen por numerador una constante y por
denominador x, x + 2, (X + 2)*

X —12 A B C
=—+ +
(x + 2)?

Descomponemos en suma de frac-

C+bE+AX X X+2
Determinamos los valoresde A, By C:
X — 12 = A(x + 2)? + BX(x + 2) + Cx
paax=0. —-12=4A = A= -3
paax= —2:. -14=-2C = C=7
paax=1 -11=-27+3B+7 = B=3
Y sustituyendo, integramos:

X—12 _
X3 + 4x% + 4x
-3 3 7
=j—dx+f dx+f dx =
X X+2 (x+ 2)7?
7
= —3In |x| + 3In |x+2| —
X+2
Por tanto:
J2%+8ﬁ+8%+x—12
X:
e+ A + 4x
7
=2 —3In |x| +3In|x+ 2] - =
X+2
X+ 22—-7 +2
=—+3In X ‘+C
X+ 2 X

. Calcula las siguientes integrales de funciones circu-

lares:

C) f3coszxsen4xdx
sen® X cos X

d) | ——dx

)fsenzx—l

a) fsenxcosxdx
b) f4senxcos4xdx

Solucion
a) Como sen x y cos x estén elevados a exponentes
impares, podemos hacer e cambio sen x=1t o
cosx = t.
Hacemos el cambio:
senx =t = cosxdx = dt
Sustituyendo:

2

fsenxcosxdx: Jtdt = LS
2
Y deshaciendo €l cambio:

2

X
fsenxcosxdx= +C

b) Como el exponente de sen x esimpar y el de cos x
par, hacemos el cambio:

cosx =t = —senxdx = dt

Sustituyendo:
45
J4senxcos“xdx= —4Jt“dt .
5
Y deshaciendo el cambio:
f4senxcos“xdx= - BT +C

¢) Los exponentes de sen X y COS X SON pares.
fScoszxsen“xdx =
= 3J(cosx sen x)? sen® x dx = [1]
Como:
1 ) 1
senxcosx=5%n2xysen X= 3(1— COSs 2X)
Sustituyendo:

2 _
(-3 sen” 2x (1 — cos 2x) o —
8

3 3
= —J'sanZZde— —J'san22xc032xdx
8 8
Calculamos cada una de estas integrales:

fsen22xdx=f%(l—cos4x) dx =

ax=——
2 2 8

Para calcular f sen? 2x cos 2x dx, hacemos €
cambio:

sen2x =t = 2cos2xdx = dt
Sustituyendo:

d 4 4
:f%_jcosx X sendx

fsen22x0052xdx= %ftzdt =

_ £ s’
6 6
Por tanto:
4
f3coszxsen4xdx=i(l— ol X)—
8\2 8
3
_§<sen 2X>+C
8 6

d) Hacemos el cambio:
senx =t = cosxdx = dt
sen® x cos x

t4
dx = dt
ser?x — 1 Jt2—1

Como €l grado del numerador es mayor que €l

grado del denominador, efectuamos la division:
t* 1

=+ 1+

-1 -1




Por tanto:
t4
=
Calculamos cada unade €llas:

ftzdtzt—;; fdt:t

dt=ft2dt+fdt+ft2d_t1

nador calculando sus raices:
?—1=0=t=1, t= -1, luego
t—-1=(@t—-Dt+1)

Descomponemos —

1 A B
= +
t—1 t+1

-1
Calculamos Ay B:
1=At+1)+Bt—-1)

1
paat= -1 = B:_E

1
parat=1:A=E

Y sustituyendo:

f—:_ft—l __ft+1

=—In|t—1| ——In|t+1| =
2 2

.|
=—1In

t—1
=
Por tanto:

sen X cos X t2

1
5 dx=—+1t+—In
sen“x—1 3 2

t—1
o
senx — 1
senx +1

sen® x 1
= +senx+ —In
3 2

’+c

10. Determina la funcién f(x) tal que:
a) f(0) =5, f'(x) = 4xIn(x*+ 1)
X2+ 2

DD = et

4, f'(x) =

Solucion
a) Determinamos una primitiva para la funcion
F(9, 10 = [4x In (¢ + 1) d, por & método
de cambio de variable:
X+ 1=t 2xdx = dt

[axine + 1) ax = 2[Intat = 2]

b)

t
u=Int; du=dT
dv=dt; v=t
2] =2<t|nt—fdt>:2(t|nt—t)

Deshaciendo el cambio:
f)=20¢+DIn(+1) —20¢+1)+C
f0)=-2+C=5 = C=7,luego:
f)=20¢+DIn(+1)—20¢+1)+7

Determinamos una primitiva para la funcion ra-

cional f'(x):

X2+ 2
f(X)_fxzwL4x+4 X
Como el grado del numerador es igual al grado
del denominador efectuamos la division:
XX+2 a4 + 2
X+ ax+4 X2+ 4x + 4
Por tanto:

J X+ 2
X+ 4x + 4

_f _J' ax + 2 dx (1]

X+ 4x + 4

J 4x + 2 dx=J4X+2

X2+ 4x+ 4 (X + 2)?
Hacemos la descomposicion:

X+2 A N B

x+2? x+2 (x+2?
Calculamos Ay B:

IX+2=Ax+2)+B
paax=—-2 = B=—6
paax=0;, 2=2A—-6 = A=4
Luego:

j ax + 2

X+ 4x + 4

:ij—zdﬁj(x%;zdx:

6
=4In |x+2| +
X+ 2
Y sustituyendo en [1]:
f(x)=x—4|n|x+2|— 1 (S
X+ 2
Parax = —1:
f(-)=-1-6+C=4=C=11
Por tanto:

6
fX) =x—4In |x+ 2| - k]
X+ 2

INTEGRAL INDEFINIDA




