23
Calcula los vartices del triangulo simétrico al formado por los puntos A(0, —1, 2),
Bl—1,2. 00y Ci2,0, —1).
a) Respecto del origen de coordenadas.
b) Respectode larectar:{x, v, 2)=1(1, 1, Ti4+ X1 1 1.

a)l Calculamas el simétrico del punto A respecto de 00, 0, 0).

e g G Soas e ai=10
ai+0 aa—1 @+ : ;: _
m.a.01=| e i |—x S=1 A0 1-2)
| 2 2 2 ) , g
y = =L

Hallarmos el sirmétrico del punto 8 respecto de 040, 0, 00,

By =1

= —2_3B801,-2,0)
=0

iU.D.0]:|b'_] b+ 2 b4+ 0

. : |_; b
2 2 2| Ib;
Calculamaos el simmétrico delpunta C respecto de 000, 0, 0.
‘ o=-2
=0 =201
IC—', =1

[+ 2 & 4+0 g —1

' ¥
2 2 2

(0,0,01=

|

El triangulo simétrico respecto al crigen tendrd por vértices A", 8w O
by Escribiros la recta en forma continua.
el oyl Zed
S T
« Punto simétrico de Arespectoar.

Caloulamas la proveccidn artogonal O, del punta A sobre 1,

Vector normal: n=(1,1, 1)
=W x+y+z—1=0

Punto: A, =1, 2

r=—

X

1 1 1 - X

Il
[ DR VI

iii|
12" 3" 3]

x+y+z—1=0 I+y+z-1

I=—

I
3
I
— !.-'2?—'”{;,
1
3

Hallamas el punto simétrico A' (@, @i, d1) respecto dela proveccicn Ja

f.l'—i

T3

|1 I 1| |'|:|+a: —1+a: 24a | . 5
i | ; : =1 ==
L3033l 2 2 2 3
ué:—i

3

El punto simétrico de A respecto de res 4 % % —% |



#

Punto siméatrico de 8 respecto der,
Calculamos la proveccian ortcaonal & del purta B solbrer,

Vecor momnal: n=1(1,1, 1)
=T Xx+y+z+1=0

Purta: B—1,2,0)
_ 1
S
=1 _y—1 z—1 =¥ ] [
T = ?‘=E—>}=_€—”:'a?.
x+y+z+1=0 ¥x+y+z+1=0 | '
I=——
3
Hallamics 2l punto simétrica (&), bl bl respacto de la proveccian Q.
; 2
By
A R |'—1+.b: 24by O+b | i B
e e R anl— , . —3 b: T
3 3 3 2 2 2 3
R
T3
: : I 8 2]
El purito simétrico de & respecto deresB| ? e —? g
Punto simétrico de Crespecto an
Calculamos la proveccidn crtocacnal Q- del punto Csobre
Vector nommal: n=1(1,1,1)
: —mx+y+z—1=10
Purto: Ci(2,0 =10
=l
. . jn ]
x—1 ¥=1 r—1 x=y ;
= s ' - 1 Yy 11
1 | 1 — r=rF b y:E—\n{:;IE
¥x+y+z2—-1=0 x+y+z—-1=0 .
zzi

-:i:—i
3
|1 1 || [ 240 O4c =1+ | L, 2
——,—|= £ 2 — {0 =—
CONE T T I 2 2 3
e
; 3
N - i 4 2. 5]
El purta simétrico de Crespecto deres Of ——, —, = |.
333

Eltriangulo sim&trico respecto a la recta rtendrd por vértices A, 5 v (',

| =

| =



33 Calcula la distancia entre los siguientes pares de rectas.

P T L i oX_y+1_ z
2 3 -1 1 -3 —1
by r:x+1:].r'+1:z+1 SJEx—S}f:G
—1 —1 —1 2y—32z=10

a) Estudiamaos la posicidn relativa de ry s.

v,=1(23 -1 Eio, 0 0 —
ol G .’]—»ﬂﬂ,:;o.—l.m
n=i,-3,—-1 2,00, -1,0)

(0 —1 0]
Rango |2 3 —=1|= 3 — Lazr=ctas se cruzan.

1 =3 =1

Portante dir, 5) = d{s, ™), siendo m, el plano que contiene a ry es paraleloa =

x—0 y—0 z-—0

T 2 3 - |=—bx+y—97=0—=T. 65—y +9z2=0
1 -3 -1
G:0—=1.(=1)4+3.0
dis, ®)=d(Q, ®,)= | : L -I : | — .1 _ 118
JE +(—1F + 9 Jineg s
b} Laforma continua de larecta s es: xeel feil 2=
g & 4

Estudiamos |a posicion relativa dery s,
F=i=1,—1—1 B(—1,-1,-1)

PO, =(,1,]
V:=(9,6,4) &:(0,0,0)

1 1 1]
Pango [—1 —1 —=1|=2
9 6 4]
Come ¥ y V. no son proporcionales, las rectas son secantes — dir, 53 = 0.
119 & Calcula las ecuaciones implicitas de la recta r, que pasa por los puntos A1, 2, 3)
yBi2, 2, 3.
b} Calcula la ecuacidn general del plano ™ que pasa por los puntos 4, By C{2, 2, 4).

c) jCudntos planos distintos pueden formarse con los puntos A, 8, Cy D(1, 2, 437
Justifica tu respuesta.
d) Prushaque los puntas 4, B, C v D anteriares forman un cuadrado v calcula su drea.

SAAE DBl s

=14+ %
: AL2,3)| y=2
g o —=rny=2 -7
AB=(10,0)| . z=13
A, 2, 3) ¥x—1 y—2 z—3
b) AB=(1.0,0)} —=m:| 1 ) 0 |=y—2=0
AC=1i10,1 1 0 |

oL 2, &
gmy—2=0—""32-2=0=Dcxw

Con los puntos A, 8, Cy O sdlo pusde formarse un plana.

dy AB=1{1,0,0) BC=1iD,0,1
Dr=(-10 0 O8A=(0,0, -1
Estos vectarss son de médulo uno v ademds paralzlos dos a dos, per tanito,
generan un cuadrado de drea 1.



122 x=2—X\
La trayectoria de un provectil viene dada porlarecta:r: y = 3+ &
Z=14+2N

a) Estudia siel proyectil impacta con la superficie determinada por el plano.

by Calcula el punto de impacto v la distancia recorrida por el proyectil desde
el punto inicial Pi2, 3, 1) hasta el punto de impacto.

¥ [/ -
& Himo

¥=2—A ¥=10

3l y=3+N . ¥y=5
r=1+2n i
ix+y—zr=20 =3

Este sistema tiene soluddn, por tarito, | provectil impacta con la superficie
determinada por 2l plana.

k) El punto del impacto es (o, 5, 5)-
dif =180l =li-2,2, 93l =24 =28

123  Hallalos puntos delarecta i x — 1= ¥+ 2 =z que equidistan
delosplanosmidr— 3z —1=0yme3x 4+ dy— 1 =10

n punto genérico de larectares P14+ 5, =2+ &, k).
[4+an—3n—1] [|3+3n—-8+4ax-1]
— L

alf, m)=d(F w;)

JIE+5 YO+
3+';h=.7:’x—'5—'~:\:%
£ 7
3+5\=—?>\+6—i)\=%
i Q ' |’
Los puntos sen g, i,——],'— v O 1 —Ei
2 2 2] . B g g

127 Halla razonadamente las ecuaciones de los dos planos paralelos al plano
de ecuacidn s 12x 4 3y — 4z= 7 que distan & unidades de .

mparaleloal planew = m 12x+ 3y —4z+ 0, =0
T, paralelo al plano®™ — 7, 125+ 3v—4z+ 0, =0

ComoA, 1, -1 em

[12.-043.1—=a.(=1+0| e
G128+ 3 (4

dim, m)=d(A, ml=

=3

=7l

|D+7|=78 =
= —g5

™

Losplanessonim;: 125+ 3v—4z+71=0 ¢ T 125+ 3y —d4z—85=0



130

131

¥=2h4+ 3
Halla la distancia del plano m:4x — 10y 4+ 2z2=—1lalplanom y =X 4+
; r : z=h—p

o 2002, Blogue 2. Pregunta 1)

Cieterminamaos sus posicionss relativas.,

AlD, 0, X ¥y oz
Ue=(2,1t=m|2 1 1|=—2x+85y—z=0-—=n,=(—25-1)
ve=1(3,1,-1} 31 -
mdx—10y+2r=—1—=n.=(4,-10, 2]

Ay AL son proporcionales — o yw son paralelos

La distancia entre los dos planos es igual a la distancia entre

un puntc A0, 0, 0) £ oy el planc T

la.0—10 042041 _ 1 Jao
Jie+i0+4 1o 60

dig, w)=d[A ® =

Construye un tridngulo equildtera de forma

que dos de sus vértices sean P(1, 2, 3) v Q(—1,4, 3)
v el tercer vértice R esté

enel planc m: x + y 4+ 2z = 2. ;0ué drea tiene?

(Mavarra. Junio 2003, Opcldn G Fregunta 1)

« Rla,b,c)em sa+b+ec=2
+ d(P. Q)= d(F, R)=d(d, A)

JI=2P+ 7400 = Jla— W +(b—2F+(c—3F =

= Jla+ 1P+ (b= 4+ (c—3)

B=(a—1P4(b—27+{c—3)
B=ja+1¥+(b—4P+(c-3)

Tenemcs l sistema de ecuaciones:

a+b+ec=2

gi=—=1,0=2, =1
Coe i i 1 L i e D . A )
g+ 1F+(b—4F+{c—37 =8 2 gt gt g
: : [ 5 4 7
Chtenemas daos soludionss: B,i—1, 2, Ny £/ —?. ? E |

Calculamaos el drea:
Base:|.'3t?|: VB =242

Como los dngulos de un tridngulo equildtero valen 607

. — e
Mura=+/8 senef=48 .22 —Js
Fa
W
. 242 ve  pe:
Ared = —————— = 24/3

2



132 Sean las rectas:

X y=1 r—2 s|:~.’—3y—5=0
'1 i 2 ‘X—3z—B=10

&) Hallala ecuacién del plano @ que contiene a ry es paralelo a =
by Calcula la distancia entre el plano ™ v la recta 5.

idn B. Eier

4 i x=8+3
\ X—3y—o= . = : . ;
a) s —5iy=14+M —u =310 QL(8,1,0]
x—3z—8=0 g ;
ey
X f— 1 z—12 e
.r:T=’—]= — W =(1,=1 2} B0, 1. 2)

El plano 7 tiene como vectores directores O v ¥, v pasa
por el punto £.00, 1, 20

P, 1, 2) ¥ y—1 z—2
T=(,-12)t=m |1 -1 2 |=-3x+5y+4z-13=0
T=(311 i |

b) Ladistancia de la recta s al plano w es la distancia de un punto de la recta s
al plano

Tomarmas Q,(8,1,0) € 5

a‘(s.m:dtﬂ,.:]:|_3'E+"'+4'0_]3|: 32 162

L
Jo+ 25408 JE 5
135  Seconsideran los puntos A0, 1, 0]y Bi1, 0, 1). 52 pide:
a) Escribe la ecuacién que deben verificar los puntos X(x, ¥, z) que equidistan
de Ay E.
by Determina la ecuacidn que verifican las puntos X{x, v, 2) cuya distancia a A4 esigual
aladistanciade Aafg.
) Escribe las ecuaciones paramétricas de la recta formada por los puntos
Cix, v, z) del planox + v+ z=3 tales que el tridngula ABC esrectangulo
con el dngulo recto en el vértice 4.

Viaarid. >eptiemibre 2006, Upcldn A. Efercicie

al diA, X)=diB, X)

JE =W+ = =1+ (21 = 2x—2y+22—1=0

La scuacian que verifican los puntos X es un planc.
bl diA, X1=diA, B

\."x’ Fy—1P 4+ =3 s +(y— 1P+ 7=3

Setrata de la ecuacian de la esfera de centro el punto A{O 1, O} v radio 3
g Cemxt+y+z=3=C0hp,3—2—p)

El triangulo AFC es rectangulo con dnoula recto en A

AE=(1, =0,y AC =, p—1,2 =% —p) son perpendiculares.

.ﬁ?-ﬁf:ﬂ—xh—p+]+3—k—p.=|:l—i|.1=2

Par tarita, los purtos que buscamaos son delafarma C(k, 2, 1— &), Es decir,
pertenscen ala recta:

XK=k

-

o
-
Il

£
1—"n

Fa
Il



136  Demostrar que las rectas:

x=141t 3 b
Ley=343t Ly x—y+4:0}
T=341t Flpr=

son paralelas.
Encontrar la ecuacidn del plano paralelo al determinado por dichas rectas

y que diste de &l 5.

=]

¥x= 1+t
L y=3+3tl W =(1,3.1) Ri1,3,3)
Z=3+4+t
x=—44+X%
I|_.3"!f_-!".-'_4:|:I —lLiy=—B4+3R1=V=(1,31 &, -30)
¥x—z+4=0 S

Las dos rectas tisnen el misma vector directar, por tanto, son paralelas.
El planc determinado pord, v L tiene como vectares directores o, v 805, v pasa

por el punto P41, 3, 30
(1,3, 3)
h=1i131
ED.=(—=5—11 -3

x=1 yv=—3 z-—3
=2x—-2y+4rz—8=0-=amx—y+27—-4=0

—m| 1 3 1
-5 -1 -3
Unplanc paralelo aw serade laformas’ s — v + 22+ 0 = 0. Ask
; ; - 0 D i
db iR = DAt e Dl Jad Dl g
YyI+1+4 WG
D=6—-4=2
|4+D|=Eu—-'~
OD=—6—-4=—-10

Losplancs buscados sonap x — y+ 22+ 2 =0y ou x—y+22—-10=10,
128 Halla la ecuacién general del plane que corta a los ejes de coordenadas en los puntos
(1,0,0,(0,2,00y(0,0,3)
Halla los puntos de la recta x= y=z que estan a distancia %de este plano.

i A(1,0,0),8(0,2,00y C(0,0, 3):

A0, 0) ¥—1 v =
AB=(—120t=m| -1 2 O|l=6x+3y+2z—6=0
AC=(-1,0,3 -1 0 3
Un punto genérico de larectar: x = v = z es de laforma P&, &, &)
i VBt
6 X+3.M+2h—6] 1 = =AY
iR DBl gl g H
JIE+9+4 )\:—1+E~ _ =

11 11

P g
Los puntes buscadas son: C'1| —_ . — ¥
11 11 11

(5 5 §

A ETRETRETR




126

Un helicéptero situada
enel punto P(1, 2, 1) quiere
aterrizar en el plano m:x 4y + 3z=0.

a) Calcula la ecuacién en forma continua
de la recta de la trayectoria que le lleve
al punto mas cercano del plano .

b Calcula dichao purta.
¢} Calculala distancia que debe recorrer.

(Murcia, Junie 2007, Blogue 2. Cuestidn A)

a) Latrayectoria es la recta perpendicular al planc que pasa por 2

r=1+n
Purtao: 121
Vecior et o o, paj] LT 2EX
B z=1+3x
5
 F
11
r=1+X 16
¥ =— P
=2+X 5 1a 7
k) 4 — ! — —.—.——]
=143k z——l (R 1" )
x+y+3z=0 11
=
e
1"

o d(P.Q)= /] = H—— ST, —



